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Mở đầu

1. Lí do chọn đề tài

Phân bố giá trị của hàm phân hình là một trong những bài toán trung

tâm của giải tích phức. Trong lĩnh vực đó, những kết quả về phân bố giá

trị của hàm và đạo hàm có vai trò quan trọng. Người khởi xướng hướng

nghiên cứu này là Hayman. Năm 1967, ông đưa ra giả thuyết sau đây:

Giả thuyết Hayman [42] Nếu một hàm nguyên f thỏa mãn fn (z) f
′
(z)

6= 1 với n là một số nguyên dương nào đó và với mọi z ∈ C, thì f là hằng.

Giả thuyết Hayman đã được Hayman kiểm tra đối với hàm nguyên siêu

việt và n > 1, đã được Clunie J. [17] kiểm tra đối với n = 1. Hayman đã

đặt ra câu hỏi tương tự cho hàm phân hình. Giả thuyết này có mối liên

hệ giữa phân bố giá trị của hàm phân hình và đạo hàm của nó. Vấn đề

trên thu hút sự chú ý của nhiều nhà toán học, và được mở rộng theo nhiều

hướng khác nhau. Năm 2006, Giả thuyết Hayman đã được Nevo X.C. -

Pang Sh. - Zalcman L. [51] giải quyết cho hàm phân hình.

Liên quan đến Giả thuyết Hayman là vấn đề nhận giá trị của đa thức vi

phân. Chú ý rằng, fnf
′
=

1

n+ 1
(fn+1)

′
. Khi đó, Giả thuyết Hayman làm

nảy sinh vấn đề nhận giá trị của đạo hàm bậc cao của hàm nguyên, hàm

phân hình ([30], [31]).

Hennekemper W. [44], Chen H.H. [16] và Wang Y.F.([65], [66]) đã chứng

minh định lí sau:

Định lí A.Cho f là hàm nguyên siêu việt trên C và n, k là các số nguyên

dương với n ≥ k+1. Khi đó (fn)(k) nhận giá trị phức khác 0 bất kì vô hạn

lần.

Năm 2007, Bhoosnurmath S.S.-Dyavanal R.S. [14] đã đưa ra định lí sau

đây:

Định lí B [14]. Cho f là hàm phân hình siêu việt trên C và n, k là các
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số nguyên dương với n ≥ k + 3. Khi đó (fn)(k) nhận giá trị phức khác 0

bất kì vô hạn lần.

Vào những thập niên đầu của thế kỷ XX, Nevanlinna đã giải quyết vấn

đề phân bố giá trị của hàm phân hình thông qua lý thuyết phân bố giá

trị được ông xây dựng. Một trong những ứng dụng sâu sắc của lý thuyết

phân bố giá trị là vấn đề xác định duy nhất cho các hàm phân hình khác

hằng qua điều kiện ảnh ngược của ít nhất 5 điểm phân biệt (4 điểm) mà

được gọi là Định lý 5 điểm (Định lý 4 điểm) của Nevanlinna. Và ta nói là

vấn đề duy nhất kiểu thứ nhất.

Năm 1977, Gross F. đưa ra một ý tưởng mới là xét ảnh ngược của các tập

hợp điểm trong C∪{∞} . Ông đưa ra hai câu hỏi sau:

i) Tồn tại hay không tập S của C∪{∞} để với bất kỳ các hàm phân

hình khác hằng f, g thỏa mãn điều kiện Ef(S) = Eg(S) ta có f = g?

ii) Tồn tại hay không hai tập Si, i = 1, 2 của C∪{∞} để với bất kỳ

các hàm phân hình khác hằng f, g thỏa mãn điều kiện Ef(Si) = Eg(Si),

i = 1, 2 ta có f = g?

Ta nói vấn đề xác định duy nhất theo ý tưởng của Gross F. là vấn đề

duy nhất kiểu thứ hai. Nhiều tác giả đã nghiên cứu vấn đề này dựa trên

hai hướng chính:

Hướng thứ nhất là tìm các tập xác định duy nhất với số phần tử bé

nhất có thể có.

Hướng thứ hai là tìm các đặc trưng của tập xác định duy nhất.

Năm 1982 Gross F. và Yang C.C. chứng tỏ tập S = {z ∈ C |z + ez = 0}
là tập URSE ; gần đây URSE và URSM với hữu hạn phần tử được tìm

thấy bởi Yi H.X. [63], Li P. và Yang C.C. [49], Mues E. và Reinders M.[50],

Frank G. và Reinders M. [23], Fujimoto H.[24].

Theo hướng thứ nhất thì Yi H.X. đã dùng các ước lượng hàm Nevanlinna

để chứng minh tập SY = {z ∈ C |zn + azm + b = 0} với các điều kiện khác

nhau của n,m, a, b là URS. Năm 1998, Frank G. và Reinders M. [23] đã

chứng minh định lí sau:

Định lí C. Với mọi số nguyên n ≥ 11, c 6= 0, c 6= 1 tập hợp

SFR =

{
z ∈ C |(n− 1)(n− 2)

2
zn − n(n− 2)zn−1 +

n(n− 2)

2
zn−2 + c = 0

}
là URS cho các hàm phân hình.
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Năm 2000, Fujimoto H.[24] đã tổng quát hóa Định lí C như sau:

Giả sử PF (z) là đa thức bậc q không có nghiệm bội với tập nghiệm là SF .

Ta viết

P
′

F = q(z − d1)q1...(z − dk)qk,
với k là chỉ số đạo hàm của P (z) và q1 + ...+ qk = q − 1.

Đa thức khác không P (z) được gọi là thỏa mãn điều kiện (H) nếu P (dl) 6=
P (dm), với mọi 1 ≤ l < m ≤ k.

Đa thức khác không P (z) được gọi là thỏa mãn điều kiện (G) nếu P (d1)+

...+ P (dk) 6= 0.

Định lí D. Giả sử hoặc k ≥ 3 hoặc k = 2 và min(q1, q2) ≥ 2 và PF (z) là

đa thức duy nhất mạnh bậc q thỏa mãn điều kiện (H) ở trên

(i) Nếu q ≥ 2k+6 thì SF là tập xác định duy nhất cho các hàm phân hình.

(ii) Nếu q ≥ 2k + 12 thì SF là tập xác định duy nhất cho các hàm phân

hình không tính bội.

(iii) Nếu q ≥ 2k+2 thì SF là tập xác định duy nhất cho các hàm nguyên.

(iv) Nếu q ≥ 2k + 5 thì SF là tập xác định duy nhất cho các hàm nguyên

không tính bội.

Năm 2009, Bai X., Han Q. và Chen A.[8] đã cải tiến kết quả của Fujimoto

H.[24]. Năm 1995, Li P. và Yang C.C. [49] đã đưa ra ký hiệu

λM = inf
{
#(S)|S là URSM

}
, λE = inf

{
#(S)|S là URSE

}
.

Ở đó #(S) là lực lượng của tập S.

Và hai ông đã đưa ra giả thuyết λM = 6, λE = 4. Hà Huy Khoái [36] đưa

ra giả thuyết rằng λM = 7. Cho đến nay số phần tử ít nhất của URSM

đã được thiết lập là 11. Các phương pháp được dùng trong các bài báo đó

bao gồm các đánh giá của hàm đặc trưng Nevanlinna. Cũng trong [23] các

tác giả đã chú ý rằng theo phương pháp của họ không nhận được URSM

với số phần tử bé hơn 11.

Từ đó, vấn đề xác định duy nhất theo hai kiểu nói trên đã được mở rộng,

nghiên cứu liên tục và mạnh mẽ với kết quả của Fujimoto H., Shirosaki

M., Ru M., Yi H.X., Hu P.C.-Yang C.C., Hà Huy Khoái, Đỗ Đức Thái,

Trần Văn Tấn, Tạ Thị Hoài An, Sĩ Đức Quang, Escassut A., Phạm Việt

Đức, Hà Trần Phương, Gross F. và Yang C.C, Yi H.X., Shiffman B., Yang

C.C.-Hua X.H., Mues E.- Reinders M., Li P., Wang.J.T-Y,Wong.P-M., ...
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Đối với đạo hàm của hàm phân hình, Giả thuyết Hayman và vấn đề nhận

giá trị của đa thức vi phân đã nảy sinh vấn đề xác định duy nhất. Người

khởi xướng hướng nghiên cứu này là Fang M.L. và Hua X.H. [21], Yang

C.C. và Hua X.H.[58]. Họ đã chứng minh định lí sau:

Định lí E([21], [58]). Cho f, g là hai hàm nguyên khác hằng trên C và

n ≥ 6 là số nguyên dương. Nếu fnf
′
và gng

′
nhận 1CM thì hoặc f =

c1e
cz, g = c2e

−cz, ở đó c1, c2 và c là ba hằng số thỏa mãn (c1c2)
n+1c2 = −1

hoặc f = tg, với t là hằng số sao cho tn+1 = 1.

Từ đó, hướng nghiên cứu trên phát triển với những kết quả sâu sắc của

Lahiri I., Han Q. – Yi X.H., Bergweiler W., Langley J.K., Liu K., Yang

L.Z., Hong L.C., Fang M.L., Li B.Q., Hu P.C. - Yang C.C., Eremenko A.,

Frank G. - Hua X.H. – Vaillancourt R., Bhoosnurmath S.S. – Dyavanal

R.S, Yang C.C. -Hua X.H., . . .

Chú ý rằng mỗi định lí nhận giá trị của hàm sẽ nhận được một định lí duy

nhất. Chẳng hạn, hai định lí sau đây lần lượt là các định lí tương ứng với

Định lí A, Định lí B.

Định lí F [22]. Cho f, g là hai hàm nguyên khác hằng trên C và n, k là

các số nguyên dương với n > 2k + 4. Nếu (fn)(k) và (gn)(k) nhận 1CM

thì hoặc f = c1e
cz, g = c2e

−cz, ở đó c1, c2 và c là ba hằng số thỏa mãn

(−1)k(c1c2)n(nc)2k = 1 hoặc f = tg, với t là hằng số sao cho tn = 1.

Định lí G [14]. Cho f, g là hai hàm phân hình khác hằng trên C và n, k

là các số nguyên dương với n > 3k+ 8. Nếu (fn)(k) và (gn)(k) nhận 1CM

thì hoặc f = c1e
cz, g = c2e

−cz, ở đó c1, c2 và c là ba hằng số thỏa mãn

(−1)k(c1c2)n(nc)2k = 1 hoặc f = tg, với t là hằng số sao cho tn = 1.

Trong những năm gần đây, Giả thuyết Hayman được đặt ra cho các hàm

phân hình p-adic. Năm 2008, Ojeda J.[54] đã nhận được kết quả sau:

Định lí H [54]. Cho f là hàm phân hình trên K, n > 2 là một số nguyên

và a ∈ K− {0}. Khi đó nếu fn (z) f
′
(z) 6= a với mọi z ∈ K thì f là hằng.

Năm 2011, Hà Huy Khoái và Vũ Hoài An [30] đã tổng quát hóa kết quả

của Ojeda J.[54] cho đa thức vi phân kiểu fn((f)(k))m. Vũ Hoài An- Lê

Thị Hoài Thu [5] đã xét vấn đề này trong trường hợp p-adic nhiều biến.

Năm 2014, Escassut A. và Ojeda J. [19] đã xem xét Định lí H trong trường

hợp n = 2.

Gần đây, Boussaf K. - Escassut A. – Ojeda J.[13] đã bắt đầu nghiên cứu


